petit bilan 2

Soudéres Ismagél (ismaels@free.fr)

On se donne n. On se penche sur Mg ,+3. On se donne un ordre sur les n points génériques :
c’est ce donner une cellule de Mg 43 . Disons 0 < 51 < ... < s, < 1.

g Mo 3

]P)’n

(0,51, ...8n, 1,00) ——> (81, ...8p)

Les composantes de codimension 1 du bord se voient comme des lacets entourant un certain
nombre de point ( une composante donne une classe de lacet entourant les mémes points. On
obtient la description suivante dans P :

— les bords de la forme s; = s;, s; = 0,1, 00, donne des hyperplans
les lacets autour de trois points (dont I'un au plus est égal a 1,0, 00) donnent des espaces
affines de codimension 2

— les lacets autour de quatre points (I'un au plus peut étre égal & 0,1,00 ) donnent des
espaces affines codimension 3

les lacets autour de n + 1 point (un seul étant égal a 0,1,00) donne les points (0, ...,0)
(1,...,1) et (o0, ..., 00)
Le bord de la cellule donnée par 'ordre correspond aux lacets qui entourent des point qui se
“suivent” pour 'ordre.

On étudie une intégrale de la forme

Lopan 2 dx dx
/ / / e ! avec ¢; € {0,1,00,¢;]j # i}
0 Jo 0 &n—Tn €171

dz, dzrq
w=——AN..A
En — Tp €1 — 1

On pose

On a la propriété suivante :

Proposition 0.1. Soit D une composante irréductible du bord dans Mg n43. D s’envoie dans
P™ sur D'. D' est de codimension i > 1, D n’appartient pas au diviseur des péles de *(w) dans
Mont3. ssiw a un pole d’ordre < i le long de D’

Démonstration. Démontrons cela mais ce n’est rien d’autre que le lemme de Goncharov dont on
a déja parler. On conserve les notations précédentes. On peut supposer que D est au bord de la



cellule donner par ’ordre au départ ca ne mange pas de pain et on est sur que les indices sont

dans ordre. D’ est de la forme x; = 241 = ... = Tg14, k € {0,1,...,n} on utilisera la convention
que zg = O et x4 = 1.
On fait un petit changement de variable affine pour que D’ soit donné par 0 = z; = ... = 2;

dans les nouvelles coordonnées z1, ..., z,. Si 'ordre de w le long de D’ est < i. Par hypotheése,
localement w est donnée par :
dz dz dz
AANZA L AZEA f(Zraty ey 2n)dzgsr Ao ANdzy,  avec k < i
21 22 2k
et f holomorphe (au moins localement au tour de D). Si D’ est un hyperplan le résultat est
clair ( déja dans D’écriture de w on suppose que i > 2). Sinon c’est que D est la préimage par
un certain nombre d’éclatement de D’. On suppose que pour savoir ce qui se passe dans M 3
il suffit de regarder quand on éclate un fois seulement le long de D’. on en reparlera aprés. Du
coups en éclatent le long de D’ on utilise les variables 21, 21 Xo, ...21 X;, Zit1, ..., 2, sur Péclater w
est donner par
dz; dX dX .
oot VAN o2 VANAN Sk VAN f(Zle_H, ooy 21Ky Zig 1y ooy & — n)zifkka_H Ao NdX; ANdzigr Ndzp
Z1 X2 Xk
comme i — k > 0 par hypothése on a plus de singularité dans la préimage de D’ qui correspond
au diviseur D.
Le cas ¢ = k se traite exactement de la méme facon sauf qu’on trouve un pole d’ordre 1.
D’aprés ’expression de w on ne peut avoir k > i. O

Il reste & montrer que faire un éclatement suffit. C’est I'objet des deux lemmes suivants dont
la démonstration donne les calculs de facon explicite.

Le contexte et les notations :

Soit Z1 C ... C Zy, C Zp41 C ... C Zp C X, X est une variété, les Z; sont des sous variétés
données par des équations affines. On note

m X — X I'éclatement de X le long de A
m: Xo — X4 ” X1 K 771_1(22)
w3 X3 — X ” Xo 7 (mg 0 m)~H(Z3)

On pose 1 = m, 0 ... 0Ty, Z; = 771(Z;). On note encore 7; 1’éclatement Xz — X le long de
Ziet Z; = ﬁi_l(Zi). On pose encore d; = codim(Z;) et on suppose que Z; est donné localement
par z; = 23 = ... = zg, (21, ..., 2y sont des cordonnées locales) et on a dy > dg > ... > d,, > 1



Enfin on se donne une différentielle :

dzq,

dzg,
w =

JARAN

A F(Z15 ooy Zags ooy Ziy ooes Zags s ZN)AZ1 A oo Adzy
Zay Za

s

avec f holomorphe au voisinage de Zj.

Lemme 0.2. L’ordre du pole si pole il y a 7*(w) le long de Z), est le méme que celui de 7*(w) le
long de Z;. Si l'une des deux différentielle n’a pas de pole 'autre non plus et les ordres des zéro
sont égaur.

Démonstration. 1. Calcul de l'ordre du pole ou du zéro de 7*(w) le long de Z;.
Quitte a réordonner les variables Z; est donné par z; = ... = 2z; et w = dz% Ao A de: A

f(zs41y ey 2N)dz1 A ..o Adzy. On a
Xk C X x P! donné par X;z; = X;z;

On se place par exemple sur 'ouvert affine X; = 1. Les nouvelles coordonnées sont donc :
(Zl, X2, ceey XS, Zgt1y -0y ZN).
sis=1

_dz dXo dX;

Tt — AN ——AN..A
T (w) z1 XQ Xi

On trouve un poéle d’ordre 1 le long de #~1(Z;) qui est donné par z; = 0.

A f<2i+1, ey ZN)dZi_;,_l A...Ndzn

sis>1

d dX dX; dz d
(%) [y et Ay Sy el Ay i N i
21 Xo Xi  zit1 Zs

VAN f(ZS_H, ey ZN)dZS+1 A ... Ndzn

On trouve un pole d’ordre 1 le long de 7~ 1(Z).
sis<i
dXo dXs

S

i—s—1
/\Zi 5 f(21X5+1,...,Z1XZ',Zi+1,...,ZN)dZ/L'Jrl/\.../\dZN

On trouve un zéro d’ordre i — s — 1 le long de #~(Z).

2. Calcul de l'ordre du pole ou du zéro de 7*(w) le long de 7, On revient aux notations gé-
nérales. On commence par regarder les éclatements m, pour o < k.

Le cas a = 1. Z; est donné par z; = ...zg, = 0. On se place dans l'ouvert affine de
I'éclatement X4, = 1 et on a comme nouvelles variables X1, ..., X4,-1, Zd,, .-, 2N 7['1_1(Zj)
est donné par X; = ... = Xy, pour j > 1.

si s < dj, alors on peut supposer que w = dz—zll A A % A f(Zs41y ey 2N)d21 A ... Adzy avec
s < djp <dj. On a alors :
dX, dXs dX dy—s—1

fr*(w): X, A X, N oA Xvs/\zd1 f(Zd1X8+1,...,Zledl_l,Zdl,...,ZN)
s

dXsy1 N NdXg,—1 Ndg, N\ ... Ndzn

Relativement a Zj et ﬂfl(Zk) la situation n’a pas changé. On peut donc itérer 'opé-
ration pour ma, ..., Tk,.



si s = di Ce cas se traite exactement comme le précédent.

. . L. dzg

si s > dj, Dans ce cas il faut raffiner un peut les calculs car w s’écrit 24 A .. A =% A
. 21 Zd,,
Tyt AL f(z Zag Ziy ey Za zn)dz1 A... Adzn Nous pourrions
Z“dk+1 Zs di 415 -5 Ay 417 709 Ry ey Zagy sees N 1/\... N p

détaillé expression de 7} (w) mais un oeil attentif verra tout seul que l'ordre le long
71 (Zy) reste dy.

On est ramené a la situation suivante : k = 1.

. d
si s = d; Danslouvert affine Xy, = lona:nj(w) = %/\%/\.../\ szdl Af(Zdy415 -y 2N )2y 1N
1
WAdzZN. 7r1_1(Z2) est donné par X1 = ... = X4, = 0. On éclate le long de 7T1_1(Z2) et on
se place dans I'ouvert X4, = 1 avec les variables Xg,, Y1, ..., Y5, -1, Xay41, s Xdy—1, Zdy» -3 2N
On a alors :

mi(w) = Dp, f et Xy DXy o,
Yi ng—l ng Xd1—1 2dy

/\f(zd1+7 et ZN)dZd1+1A.../\dZN

Comme (3 o 1) 1(Z1) est donné par zg, = 0 la situation n’a pas bouger. On recom-
mence avec ds < dz. On trouve au final un pole d’ordre 1 le long de Z.

si s > d; Ce cas se traite comme le précédent et I’on trouve aussi pole d’ordre 1 le long de
Z,
. di—s—1
sis<d; Ona:nf(w)= dX—Xll/\dX—)?/\.../\d)és Nzg! (X st12dy s ooy Xdy—12dy s Zdy s -y 2N )X 541 A
. NdXg,—1 Ndzg, ANdzy On doit ici distingué deux cas :

s > dy On trouve alors en éclatant le long de 77 '(Z2) : X1 = ... = Xg, et en regardant
dans l'ouvert Yy, =1 :
dy,  dYs dYy, 1 dXg, dXs 4y
M (W) = —— A== A...A AN—=N. A Nzgt®
M) =Yy, Yo-1 - X, X, o

f(XS-i-lZdla s Xdy—12dy 5 Zdy s - ZN)dXs_H AN dXd1—1 A dzdl ANdzy

Comme (m2071) " (Z1) est donné par zg, = 0 on voit que 1'ordre du zéro est resté
constant égal & dj —s —1

s < d2 Le méme calcul que précédemment donne cette fois :

= — N—AN... A
Tyt (W) Y Y, Y,
f(YS+1Xd2Zd17 RS} ng—leQZCh)XdQZCh) RS} Xdl—lzd17 Zd1) AR) ZN)

dYsi1 Ao A deQ,l A dXd2 VANRTRVAN dXd1,1 N dZdl ANdzn

do—s—1 _di—s—1
A Xd2 Zg

Comme (m2071)~1(Z1) est donné par z4, = 0 on voit que 'ordre du zéro est resté
constant égal a d; —s — 1
Dans les deux cas la situation n’a pas changé relativement & (w2 o m1)~!(Z1). Les
éclatement successif pour ¢ > 3 ne changeront en rien ’ordre du zéro le long de
I’image réciproque de Z;. D’ou le lemme.
0



